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INFO ARTIKEL Abstrak

Diterima: There is a value of Riemann integral from a function that

B!re‘t"‘?"‘.’f cannot be calculated. In this case, approximate method
ISetujul- can be used to interpret the value. One of the

Keyword: approximate method of integral Riemann is tangent line

Riemann integral,
approximate method,
sum of Riemann,
trapezoid method,
tangent line method

method that is a compound method between the sum of
Riemann and trapezoid method. The tangent line method
uses the tangent line approach. In this writing, the topic
discussed is the tangent line method in deciding the
approximacy of Riemann integral of a function

Metode Garis Singgung

Misal f suatu fungsi yang kontinu pada selang tertutup J = [a,b] dan mempunyai
turunan  di [ P adalah  suatu partisi [ memakai ntk -tk
W=a<n <0< . < X< X = b Untuk setiop i = 1, 2, ..., n, misalkan
GE L= (xo,y) Ay=x=x_;, dan panjang P ditulis ||P|| didefinisikan
|P|| = maks Ax;. Suatw persamaan gans smggung dan y = f{x) yang melalu otk
(5,1Z)) adalah

gl my=f(E)+ M=)

Titlk potong garis g dengan garis ¥ = xy dam x = x adalah
(e, FUED + £ 060 (xicy = £0) dan (1, F8) + 1060 = £).
¥

(& i)

Gambar 1. Hampiran integral tentu dengan metode gans singgung

ISSN: 2085-1057

Berdasarkan  Gambar 1,  daersh  yang  dibatasi  olch  garis
yglx) = (&) + F(E)(x = &), x = x4, x =x;, dany = 0 berbentuk trapesium
yang luasnya

1
Loz = E{f({r] Dy =0+ FE) + (€0 timy = £0)Ax,

1
= (1060 45 €0 #2100 260)

Jumlah luas L,f:[:]_,,ziL““mk semud i =nl‘ 1, ..., nadalsh

1
Lpjam = !Z Lpge ) = Z (ﬂf:) + Ef‘(f:]'(ft-i = 2'51)) Ay,
Jika Ly 5y mempunyai limit untuk # menuju tak terhingga (sama artinya dengan
|| P[] menuju 0), maka fungsi f terintegralkan dalam metode garis singgung pada /.
J s £ FAns simggung p

Definisi 1
Misalkan fungsi [ kontinu pada selang tevtutup [ = [a, b], mempunyai turunan di
Ldma=xo<mn< X% .. =X 2= b adalah suate partisi 1, mlis P. Unnk
sefiapi=1,2 ..., n misalkan £ € I ® 1oy, ). Ax, = x; = x,0y, dan panjang P
ditulis |P|| didefinisikan |P|] = maks Ax;. Jika

n

1
Z(ﬂfﬂ] + EJ"’({thxl-i txp= 2'&]) ik w1

=y
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memiliki limit n menuju tak terhingga
(sama artinya dengan | | menuju 0) maka
limit tersebut disebut integral garis
singgung dan f terintegralkan dalam
metode garis singgung f pada I, ditulis

c 1

csj faolf = Jim, Z(ﬂm £ 37 n + 3 -zm)nx. .
=1

Definisi 2

Fungsi { vang terdefinisi pada satu titik a maka g [ faa)f =0.

Misalkan c;j'[“]f maka g | rayf @ =) fasif -

Dalam hal ini g5 [ |pa)f menyatakan batas integrasinya dari b ke a, bukan
integral pada [b.a).

Teorema 3
Misalkan 5[ aufy dan 5[ omfe dan misalkan Cy dan C: sebarang
konstanta, maka:

) osfaaCfidan g5l aplafa

(it} csj[.u](ftﬁ #0fs) = ftc_;“n,n]fi + ngs_[ a)f2
Bukti:
(1) Menurut Definisi 1, maka

. 1
c:j |¢,a|f| = r{ﬂ Z (ﬁ{{f] + iﬁr{{:][xg_t +x - 2{;})”{
Jika kedua ruas dikalikan E‘:.tmuka

N U
G CSJ a1 =G (jﬂi(ﬁ(ﬁ] Ho A X = 2&':]) 511)
i=

. l '
= ‘ll_{foloz (ﬁﬁtm +Ef|ft (f)(xiey 4= 251))111!

=
= an
[z
Hal yang sama untuk membuktikan g [ opCofz

(i1} Menurut Definisi 1, maka
c\sj[uﬂct fi+ Cafz)

a
1
= lim Z (cm(m + Cafali) + 5 (ELAED + Cof (60 (ki + i = 2&1) ax

- 1
=G (lﬂaz (mm 3 s + 3= zm) ax,)
=1

1
‘G [_u;g,Z (fz({:) 3 Gy + 3 = zm) m,)

i=1

=y [ faxp + f-'z;SJ (a2

Kaitan Metode Garis Singgung
dengan Integral Riemann dan Metode
Trapesium

| 35

(i) Misalkan f sebarang fungsi kontinu pada selang tertutup | = [, b] dan
mempunyai turunan di f, dan misalkan § = %{x,_l +x;) dengan i=1.2,
..., nmaka

ssJ eyl = nj fas)f
Bukti:

Misalkan f sebarang fungsi kontinu pada selang tertutup [ = [a, b] dan
mempunyai turunan di J, dan misalkan §; = %{IH #x)dengani= 1,2,
... maka diperoleh x_, 4 x, = 26, = 0.

Menurut Definisi 1 maka

. : 1 '
cs[m]f' T[E';nz f{{:]"if (62 + 3= 26,) | Axy

- 1
= iﬂ; (f{{g} + E}r({[}{u}) Axg
= lim ) (6 ax,

=1
- = R-[Ia.h]f

(i) Misallan f(x) = tr+5 dengan ¢ dem 5 merupakan konstanta dan £,
scharang dengani = 1,2, .._.n, maka

EJ[ulf’ T[Iru]f
Buki :

Misalkan f(x) = tx+ s dengan ¢ dan s merupakan konstanta, flx) fungsi
polynomial maka fix) kontinu pada setiap bilangan riil, dan mempunyai
turunan yaitu

flx)m flteds)= f{t) 4 f(s)mef'(x) + 0 =t

untuk semua x di [ = [ab]. Misalkan juga & sebarang dengan 7 =1, 2,
.11, sehingga menurut Definisi 1

- 1
G5 I fas)f = 1{’_{'0'0 ; (.f'(m + Ef"[fl Joxpey +x= 2{:})111':

, 1
= lin Z({m #9) 45t + 3= zmj i,

i=1
n

= lim Z%[(rx,_tn)ﬂu] + 5],
i=1

i
= im ) 3(ae) 4/ 0)%
=l
=r |g,p]f
(1) Misalkan f merupakan fungsi konstan dan misalkan sebuah titik sampel
seharang dan J; yaitu §; dengani =1,2, _..n, maka
o J lalf ® IJ laalf
Bukti:
Misalkan { merupakan fungsi konstn. Fungsi konstan merupakan fungsi
polynomial, maka [ kontinu pada setiap bilangan rul akibatnya turunan dan f
yaitu f{x) = 0. Misalkan juga §; sebarang dengan i = 1, 2, _..n. Menurut
Definisi |, maka

3 1
cs[m]f' Jim Z(J'(EJ)"‘EI"{f!}(IJ-t"‘x!‘?f!})ﬂxl
=]

1
= lim Z(Il{{!} +E[U')(IJ-| +1 '251)) Ay
=

= lim ) ()

=1
= nJ (sl
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Teorema 4

Jika fungsi fterintegralkan s [ {a)fmaka fungsi f terintegralkan 5 i fasif
Bukti:
Fungsi f terintegralkan g [ 1, )f. Menurut Definisi 1

L]

1
cs-[ faaf = lim Z(f{ﬁhif'({:)(x:-ﬁxc - z{rl)-'-'ﬂc

=1

n n 1
= lin (Zrmmn #) 5P (i 43 -2§,:ax.)

lIl lIl
= lim Z;tmmw hmZ 8D (e + 1= 260

= =
Karena nilai lim }‘,]_Gf (6) (xpoy + x; = 26 )Ax, = 0 maka diperoleh
L

ch foaif = ,l'_ﬂ Z f(f)Ax +0

=l

=lim ) f(E)A
=1
= 4| janyf

Pembuktian lim 51,2 (6 (xie1 + 3= 2685, =0
1 =+ eo sama artinya dengan [|P]] =+ 0, schingga

nmz ") 5= 2605 = i Zz 608 + 51 2608

=1

1 1
.lll’llq]-ﬂ[if (£ 4 xy = 263 )y +EJ "(E) (x4 1 = 25 Ay 4o

1
+ _J'r({u}( Xp-y b Xy = 2'5!}‘“!1)

'Z.}:‘{”nz FE X+, = 26)Ax,

lim lim (xi.y +x=2 Llrrn!r L 1]
zzlPlﬂfGJ}lll-ﬂ =1+ 2 =26 |

Akan thukllkan l},llrgn[rj =2 =0, Ambl] £>0 dun pilih §= :7:-0

maka, 0 < ||P|| < & berarti
ey +x = 2 = |2y 42 =2 = oy =4z =
£ ey =il + | =4l
& ey = 0] # g =0y |
= 2Pl
3
z1 E- £

D<||P|| < & = fxjoy + 3= 25| < £

Teorema 5

Jika fungsi f terintegralkan nf[u]f dan mempunyai turunan pada [a,b), maka
fungsi f terintegralkan ¢ | fab)f

Bukti:

Fungsi fterintegralkan g [ (o,4)f. maka

n
.

(=1
Fungsi f mempunyai turunan pada [ab]. Misalkan §; € [a, b], maka turunan
fungsi f ada nilainya pada §; (dengan kata lain f'(£;) ada). akibatnya f kontinu
pada [a, b].
Kedua ruas pada 3 ditambah dengan

n

1
lim » —f'(§) (xioy +x, = 2§)Ax
)

maka
o1
o f el # Jim Y3 6D (e # 3= 26080
(=1
"

n
1
= lim " FEAx + lim D' =60 (xies + 3= 260x,

=1 t=1

n n
1
= lim (Z/({,)Az. +ZE['({1)(I.-, + z,-Z{.)Ax,)

1a1 =1
n

1
= lim Y (F(6) 45/ €)w0n + 3= 26)) Ax

=1
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=g [ [u]f
Pada Teorema 4 telah dibuktikan bahwa

o1
,{msz’m)(n-: 2= 2605 =0
sehingga diperoleh
1
ﬂ[ fapf + lim Zif-{{!}(z,_, 3y =26 )Ax = "J taalf *hﬁj taolf
I=1

-

Teorema 6
Misalkan fsuatu fungsi yang terintegralkan g5 [ faslf

(i) jika £ <50y +2).FE) > 0 atan § > 3 (xioy + ), F{E) < 0 untuk setiap
I dengan i ! 1,2, ... nmaka

Z (,rtf.) bl €t 4 —zf.l}ar. Z,ros.)an

.].I' -

dengan kata lain, nilai hampiran integral
tentu dari fungsi f menggunakan dengan
metode garis singgung lebih besar
dibandingkan dengan nilai hampiran
jumlah Rieman.
{ii) jika & > %(z]_, +x0.f'(6) > O atau & € %(x:_, 1), f'(6) < 0 untuk setiap
L=l ;; ooy 1t maka .

Y (10 + 3 @0mes +x-200) 35 < feeon

=1 =1
dengan kata lain, nilai hampiran nilai
integral tentu dari fungsi f menggunakan
hampiran  jumlah  Riemann  besar
dibandingkan dengan nilai hampiran
dengan metode garis singgung.

Bukti:
(i) Perhatikan bahwa
&= %(x,_i + x;) atau %(x,_l +x)=§
sehingga %(x:_, dx) = §) > E =y atau %(x:_,_ wxy=2E) >0
dan £'€) > Omaka f(£) - 3{0ies 43~ 26) > Oschingga
) fleanx + E P~ 3 (s + 2= 26000, > Y FEDAY

=1 i=1
n

Z {J )+ ,f ey + 3y -Em)ﬂxe ZI[I&}MJ
=

=1
(if) Perhatikan bahwa

1 1 1
i }E(Il-l +x() atau 5(11-1"‘11) < §j atau 5[11—1 Fx=2f) <0

dan (£} > 0 maka f(£) - %[I:—i + x; = 24;) < 0 schingga

] ] 1 L]
D DA+ D FIE) - 5o + 3= 26005 < ) F(E)AY

=1 =1 =1
3 (Fe0 + 3/ @ wes +xi =260 2 < Y Fltm
=1 z i=1

Contoh Perhitungan Hampiran Integral
Tentu dengan Metode Garis Singgung
Telah diketahui bahwa terdapat 3 jenis
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fungsi yang dapat terintegralkan
Riemann pada selang tertutup [a,b] dan
menurut Teorema 5 maka fungsi tersebut
harus memiliki turunan pada [a,b] untuk
dapat diintegralkan dengan metode garis
singgung. Pada bagian ini akan dibahas
contoh dari 3 jenis fungsi tersebut dan
satu contoh yang sulit diselesaikan
dengan  teorema  dasar  kalkulus.
Penyelesaian hampiran integral tentu
dari fungsi diselesaikan dengan bantuan
computer menggunakan software Matlab
versi 5.3.1

Misalkan & = (2 xt x)3 demgan § = 1, 2, ..., m, sehingga
i {%(IJ-LH,]' dan misalkan Ax, = Ax, =+ = Ax, schingga d; = ? dengan

i=1,2 .0

4. Fungsi Polinom

Perhatikan beberapa contoh benkut:
a. Mencar suatu nilai hampiran integral tentu berikut:
4

J(z‘* =3)dx

1
dengan i = 100, kemudian hasilnya dibandingkan dengan jumlah Riemann dan
metode trapesium.
Penyelesaian:

Misalkan f(x) = x* = 3, maka
frymfat=3=f)=f3) =f@') - @) =4r' =0 = 4r*
Karena f(x) memiliki turunan pada [1,4], maka hampiran dari [*(x* = 3) dx dapat
dihitung menggunakan metode ganis singgung, dan f'(x) > 0
Nilai eksak berdusarkan Teorema Dasar Kalkulus
s

1 &
[ xt=3dy -E(zS) = 3x| = 1956000
i

+  menggunakan (1 ]'l dalam metode ganis singgung dengan # = 100 maka
[ et = 3) dr = 1955874

+  menggunakan jumlah Riemann dengan n = 100 maka
[f*=3)dr = 1943187

v menggunakan metode trapesium dengan o = 100 maka
[t =3 dr = 1956189

Dengan

. |195.6000-195.5874] .
1 metode ganis singgung = BT 64417 % 1075
t¢ jumlah Riemann LB G0 x 107
’ | 193 5000] ’
o 1195600019561 _ -5
T¢ metode trapesium o 96625 % 10

re metode ganis singgung < rp metode trapesium < ry jumlsh Riemann dan
disimpulkan bahwa nilai hampiran dengan metode gans singgung lebth batk dan
nilai hampiran jumlah Riemann dan metode trapesium.

b. Mencari suatu nilai hampiran itegral tentu berikut:
4

[uian

-1
dengan n = 100, kemudian hasilnya dibandingkan dengan jumlah Riemann dan
metnde trapesium.
Penyelesaian:
Misalkan f(x) = |x|, tetapi f(x) tidak memiliki turunan di x = 0, maka {f0)
dihitung dengan
(x) = f(0 =10
fii)= IEmM- EimM = It'rrLE
w=0 x=10 - X x=0 X
Limit ini tidak ada karena
ol x
lim —= lim-=1
=+ I r=elfX
sedangkan
N
lim —= lim — = =1
= X x0T X

maka nilai hampiran dari fjllrld.x tidak dapat dihitung dengan metode garis
singgung

c.  Fungsi Sinus dan Cosinus

Mencar suatu mila hampiran integral tentu bertkut:
1
¥

[ sinx dx

dengan n = 10, kemudian hssiln:.'na dibandingkan dengan jumlah Riemann dan
metode frupesium.

Penyelesaian:

Misalkan f{x) = sin x maka f'(x) = cosx

i
Karena f(x) memiliki turunan pada [U.%I]. maka hampiran dari E”sinx dx dapat

dihitung menggunakan metode gans singgung, dan f'(x) = 0
Nilai eksak

sinxdr= -ccr.xﬁlz =]
+  Menggunakin dalam (1) metode garis singgung dengan n = 10 maka
_[é“slnr dr = 10014
+  menggunakan jumlah Riemann dengan n = 10 maka
j;;xsinx di = 0.9745

»  menggunakan metode trapesium dengan i = 10 maka Jn—‘"sinz dx = 09979

dengan
1 metode garis singgung = %= 0.0014
1g jumlah Riemann = % =0.0255

1y metode trapesium = % =0.0021

g metode gans singgung < rp metode trapesium < rp jumlah Riemann dan
disimpulkan bahwa nilai hampiran dengan metode garis singgung lebih baik dan
nilai hampiran jumlah Riemann dan metode trapesium.
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d. Fungsi rasional
Mencari suatu milai hampiran integral tentu berikut:

4
14x
'
dengan n = 100, kemudian hasilnya dibandingkan dengan hampiran jumlah
Riemann dan metode trapesium.
Penyelesaian:

1+x 1 1ex

Misalkan £(x) = 2%, maka f*(x) = - 222
Karena f(x) memiliki turunan pada [2,4], maka hampiran dari _[:1:—’ dx dapat
dihitung menggunakan metode gans singgung, den f'(x) <0
Nilai cksak
¢ 14x
JT di = In(x) + x|} = 26931
+ menggunakan dalam [zl} metode garis singgung dengan n = 100 maka
2 dr = 26921
*  menggunakan jumlah Riemann dengan 7= 100 maka
L dx = 26940
»  menggunakan metode trapesium dengan a = 100 maka
[2E dx = 26932

4 .
sinx
x

1
Mengrunakan  metode  garis  singgung  dengan w = 100 maka
4

sinx
J— dx = 0.1528
! X



